Capitulo 4

Kriging con Tendencia

Kriging con Tendencia es una extensién de Kriging Ordinario donde la me-
dia desconocida no es constante y se asume que es una combinacién lineal de
funciones base, fijas, definidas para todo punto del dominio.

En lo que sigue se considera que la muestra A = {(z1,21), ...(zj, ), ...(2n, zn) },
C, w, L etc, tienen idéntico significado que el que tienen en Kriging Ordinario.

4.1. Hipoétesis

Se presupone que el proceso en cada punto del dominio es la suma de un
modelo deterministico de Tendencia (regresiéon) mas un proceso estacionario de
segundo orden de media 0. Mas precisamente:

P
2(x) =Y fulwy)Br + e(xy) (4.1)
k=1
donde e(z;) es estacionario de segundo orden con E(e(z;)) = 0. Luego, la alea-
toriedad de z; estd dada por el dltimo término y las p funciones, f, representan
aportes a la Tendencia existente en cada punto del campo; este aporte es deter-
ministico. Luego,

E(z) =Y fla;)Br = m(x;)
k=1

donde m es la Tendencia (trend) en el punto ;.

Como la tendencia en ecu. 4.1 es deterministica la estructura de covarianza
de z es la de e. Luego, C = Cov(Z) = Cov(E) con E = (ey,...ej,...en)T. Se
asume, ademas, que la Tendencia se capta con un nimero pequeno de funciones
p<Ln.

4.2. Propésitos de Kriging con Tendencia

Dada la muestra A y un punto arbitrario xg, donde se desconoce zy:
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4.3. ESTIMACION DE LA MEDIA DEL PROCESO

1. construir un predictor lineal insesgado Z; de zy de modo de minimizar
la varianza del error (BLUP), donde se entiende por error la varia-
ble aleatoria Error = zy — Zy, diferencia entre zy y el predictor zy ; y
simultaneamente:

2. estimar el vector S de los coeficientes de la combinacién lineal que definen
la Tendencia m.

Para simplificar la notacién las componentes de la Tendencia se incluyen en una
matriz F' : nzp:

filzr)  folzr) o fp(2)

fi(zn) v fp(zn)

donde cada fila esta formada por los valores de las componentes de la Ten-
dencia en un punto z; de la muestra.

4.3. Estimacién de la media del proceso

Una primera aproximacion al problema de estimacion de la media m(zg) es
su formulacién como un problema de regresién generalizado:

Z=FB+E Var(E)=C E(E)=0 (4.2)

Sea Fy el vector de los componentes fi(z) de Tendencia en zg.

FOT: [fl(l‘o),fg(l’o), """ ’fp(JCO)]

Si la estructura de covarianza C' es conocida la ecu. 4.2 expresa un modelo
lineal generalizado cuya solucién es:

B =inv (FT inv(C) F) FTinv(C) Z (4.3)

Luego, el valor esperado de la media del proceso en un punto z( arbitrario
es:
m(zo) = FL B = F inv (FT inv(C) F) Flinv(C) Z

Lo que sigue es la solucién del problema de regresiéon generalizado que puede
omitirse.

NOTA: Solucién del modelo lineal generalizado 4.2

VSielmodeloes Z =FfB+ E Var(E)=C E(E)=0, sea una matriz A
raiz cuadrada de la inversa, A = im}(C’)’% que existe por ser C' definida positiva;
entonces si se pre-multiplica por A: AZ = AFS+ AE conVar(AE) = I. Se
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4.4. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

tiene asi un modelo lineal clasico Y = X8 +econ AZ =Y AF = X AE = ¢
cuya solucién clasica es: R
f=inv(XTX)XTYy

0 su equivalente:

B=(FTATAF)"" (FTATYAZ = (FTinv(C)F)~' FTinv(C)Z

4.4. Prediccion de z; y varianza del error

La proposicién que sigue muestra que el predictor 6ptimo tiene una estruc-
tura simular al de Kriging Ordinario; en la ecu. 4.6 el primer término tiene
los mismos pesos w’inv(C) que pre-multiplican el desvio de los valores de la
muestra, Z, respecto del modelo de Tendencia FB y el segundo término es sim-
plemente el valor de la Tendencia en xy. En cuanto a la varianza, es la misma
de Kriging Simple méas un término positivo asociado a la incertidumbre en la
determinacioén de la Tendencia.

4.4.1. Proposiciéon
Los pesos & del predictor lineal 6ptimo de zy , o7 Z , estan dados por:

a=in(C) (I = FRFTinv(C)) w + inv(C) FhFy (4.4)

con
-1

h = (FTinv(C’) F) (4.5)
El predictor 6ptimo:
a7z = wrinv(C) (Z - FB) +FlB (4.6)
donde B es la expresion ecu. 4.3 que representa la Tendencia en x.
La varianza del error asociada:

Var(Error) = o2 —w’inv(C)w + h | Fo — FTinv(C) wH2 (4.7

Demostraciéon

v

1. Que sea insesgado para todo 3, E(%) = E(z) & oTE(Z) = oTFB =
FIB ; luego, para que sea valido para todo 3 se debe cumplir:

oTF=F]
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4.4. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

Si Error = zy — T Z se desea minimizar la varianza del Error:
. o . T
Min Var(Error) = Min Var(zg — o' Z)

La primera condicién es un sistema de p ecuaciones en « que tendré miltiples
soluciones en la medida que n > p.

El proceso de minimizaciéon tendra que satisfacer estas ecuaciones asi que
su formulacién por Lagrange incluye un vector multiplicador A, de dimensién p
(un multiplicador por cada restriccion) :

min H(o, \) = Var(zg — o’ Z) + 2(a”F — F)\
desarrollando el primer término
min H(a, \) = Var(z) + oT Ca — 2aTw + 2(a”F — FL)A
Anulando su gradiente respecto de « queda:
Ca+Fl=w
y respecto de A queda :
FTa = F,

Ambas ecuaciones conforman un sistema de ecuaciones de n + p incdgnitas

o ..
( ]\ ) que se puede expresar matricialmente:

ERONE

luego la solucién es:

(3)-[& 5] (&)

y aplicando la férmula de inversiéon de una matriz particionada de ese tipo,
queda:

(i) _ [z’nv(C) }(L; ;i};g(FCT)mv(C)) mv(_C}z Fh } ( w > 48)

a=in(C) (I = FRFTinv(C)) w + inv(C) FhFy

A= h (FTinu(C)w — Fp) (4.9)

De donde el predictor éptimo de zg es:

a’'z = w"inv(C) (I — FRETinv(C)) Z + F hET inw(C) Z
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4.4. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

y sustituyendo la estimacién del pardmetro ecu. 4.3 B = hFTinv(C) Z
&T7 = wTinv(C) (Z _ FB) +FTB

el resultado buscado. En cuanto a la varianza del error, sustituyendo el valor
de la estimacion de o en

Var(zo — o’ Z) = Var(z) + oTCa — 2aTw
queda expresada como:
Var(Error) = of —w”inv(C) w + (Fy — w"inv(C) F) h (Fo — FTinv(C) w)

0 su expresion equivalente dada en la ecu. 4.7.A

Corolario

Si zg esta alejado de la muestra, w = 0, entonces se predice con la Tendencia
FI'B y la varianza del error es mayor o igual a la del proceso Var(Error) > o2
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