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Resumen

Este reporte contienen una formulacién alternativa basada en vectores aleato-
rios de los resultados fundamentales de prediccion geoestadistica. Para evitar
los complejos sistemas lineales y el exceso de sumatorias que les estd asociado
-tal como aparecen en los textos habituales- se recurre al poder de sintesis del
algebra lineal. Si bien su aplicaciéon directa es en ciencias de la tierra, los resul-
tados de Kriging se presentan para cualquier dimensién finita, permitiendo su
uso en problemas de aproximacion y optimizacion en (RP) . El capitulo 1 es una
introduccién a procesos estocasticos y a los conceptos de continuidad espacial y
estacionaridad. El capitulo 2 contiene los resultados fundamentales de Kriging
Simple. El 3, Kriging Ordinario; el 4, Kriging con Tendencia. En el apéndice se
incluye un resumen de algebra lineal y vectores aleatorios con los instrumentos
necesarios para derivar los resultados fundamentales de Kriging. Pensando en
aquel lector a quien las demostraciones le provocan péanico, éstas aparecen deli-
beradamente entre los simbolos ¥ y A para que, en una primera lectura, pueda
conocer los resultados y sus consecuencias sin necesidad de atascarse en el cémo.



Capitulo 1

Procesos estocasticos en
clencias de la tierra

Una de las caracteristicas observables de las variables que se consideran en
ciencias de la tierra, como la porosidad o la permeabilidad en la caracterizaciéon
de yacimientos petroliferos, es la de presentar patrones de continuidad espacial
debido al proceso crono-depositacional. Por otra parte sélo se conocen escasas
mediciones -directas o indirectas- de estas propiedades, por ejemplo, mediciones
en los pozos.

Es asi que la predicciéon
de estas variables en puntos
arbitrarios del campo en es-
tudio deberé tener en cuenta
la incertidumbre intrinseca de
esas predicciones y establecer
una medida de la misma.

Los métodos de prediccién
deterministicos como inter-
polaciéon inversa, el k-vecino
proximo o splines hacen énfa-
sis en la prediccién; en cam-
bio la propuesta geoestadis-
tica, Kriging -que se fun-
damenta en los patrones de
continuidad- privilegia el con-
trol de la incertidumbre.

Antes de explicar los fundamentos de Kriging se presentaran algunos con-
ceptos bésicos de procesos estocasticos.

Figura 1.1: Imagen geologica



1.1. EL PARADIGMA ESTOCASTICO

1.1. El paradigma estocastico

Sea D un subconjunto del plano, R? o del espacio R® y z(x) una funciéon
(propiedad petrofisica, por ejemplo) objeto de estudio definida en D. El pa-
radigma estocdstico consiste en considerar a z(z) como una realizacion de un
proceso estocastico Z(x,w). Se entiende que es un proceso estocastico si pa-
ra cada z, € D, fijo, Z(x,,w) es una variable aleatoria, y para cada w, fijo
Z(z,w,) -realizacion- es una funciéon de x. Méas precisamente, existe wy, tal que
la funcion de interés, z(x), es la realizacion z(z) = Z(x,wy). En lo que sigue
se notard zj a la variable aleatoria Z(xy,w) salvo que sea necesario enfatizar la
posicion zj y en cuyo caso se indicara el z(x).

realizaciones de un proceso estocastico
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Figura 1.2: Realizacién de un proceso estocastico

En la Figura 1.2 una variable F(z), por ejemplo saturacion de agua, se
la identifica con una realizacién de un proceso estocastico; para un z fijo la
incertidumbre acerca del verdadero valor de la saturaciéon queda contemplada
en la variable aleatoria Z(z).

1.1.1. La continuidad espacial

Lejos de ser un ruido blanco, estos procesos asociados a variables geofisicas
presentan una alta correlacién en puntos, z1, xs, cercanos del dominio, y la
covarianza entre las variables aleatorias Z(z1,w) y Z(z2,w) asociadas,

Cov(Z(x1,w), Z(xz2,w)), x1, T2 arbitrarios (1.1)

caracteriza la continuidad espacial. La posibilidad de predecir en un punto arbi-
trario a partir de una muestra escasa dada -tal como es comin en ciencias de la
tierra- y reducir la incertidumbre inherente al proceso estocastico depende del
alcance de la covarianza.

1.1.2. Geoestadistica

Si el dominio D es una regiéon compacta y conexa del plano o el espacio,
(E = R?, 0 R?), como es el caso de una region de la tierra, entonces los proce-
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1.2. PROCESOS ESTACIONARIOS

sos estocasticos fundamentales se les define como Campos Aleatorios (Random
Fields) y son objeto de estudio de la Geoestadistica. Otro ejemplo de procesos
estocasticos son las Series de Tiempo donde el conjunto D es un conjunto de
tiempos igualmente espaciados D = {t: t=mn X t,}.

1.2. Procesos estacionarios

Si la funcién de covarianza, ecu. 1.1, es conocida para cualquier par de puntos
del dominio es posible realizar predicciones lineales 6ptimas tal como se presen-
tan en los capitulos 2 y 3. Sin embargo, puesto que en general sélo se dispone de
una muestra escasa de n pares A = {(z,zr), 1<k <n} de una realizacion
z(x), la inferencia de la estructura de covarianza ecu. 1.1, se fundamenta en una
hipoétesis adicional, estacionaridad.

Se define que el proceso Z(z,w) es estacionario si para cualquier conjun-
to finito {z1,...xj, ..o} arbitrario la distribuciéon conjunta de las variables
aleatorias asociadas {z1,...zj,...2m,} es invariante a traslaciones del conjunto
{z1,..2j, ..xm}.

Mas precisamente para cualquier vector h, los conjuntos {z1,...x;,..xp} ¥
{z1+h,...xj+h,..,z,+h} tienen sus variables aleatorias asociadas {z1, ...z}, ...2n }
con idéntica distribucién conjunta de probabilidad.

Figura 1.3: Proceso estacionario

La figura 1.3 presenta tres regiones que se corresponden en una traslacion.
Si el proceso es estacionario se cumple: que las medias y varianzas en pun-
tos homologos son iguales F(Z(A)) = E(Z(A')) = E(Z(A”)); Var(Z(A)) =
Var(Z(A")) = Var(Z(A”); que las covarianzas entre pares homologos son igua-
les: Cov( Z(A), Z(B)) = Cov( Z(A"), Z(B')) = Cov( Z(A”), Z(B”)). Estos
tres resultados dan origen a una condicién méas débil que la estacionaridad es-
tricta que se presenta a continuacion.
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1.2. PROCESOS ESTACIONARIOS

1.2.1. Procesos estacionarios de segundo orden

Si el conjunto finito se reduce a un punto, m = 1 todas las variables z; estan
igualmente distribuidas entonces:

» E(zj) =p constante V z;
» Var(z;) constante V z;

Si el conjunto finito se reduce a dos puntos {x1, z2}, m = 2 , las covarianzas
son iguales ante traslaciones:

cov(z(x1), z(x2)) = cov(z(xy + h), z(xza +h)) Vh (1.2)

El proceso es estacionario de sequndo orden si se cumplen las 3 propiedades
arriba indicadas.

Si bien es una hipotesis més débil que la estacionaridad es suficiente pa-
ra multiples propésitos en geoestadistica, por ejemplo prediccién por Kriging.
Ademas, si el proceso es gaussiano (las distribuciones conjuntas Normalmente
distribuidas), estacionario de segundo orden y estacionario son equivalentes ya
que la distribuciéon Normal Multivariada queda caracterizada por los momentos
de primer y segundo orden.

1.2.2. Existencia de una funcién de covarianza Cov(h)

La estacionaridad de segundo orden implica la existencia de una funcién de
covarianza Cov(h) tal que:

cov(z(x1), z(x2)) = Cov(h) h=uz3— 1 (1.3)

siendo h el vector del espacio diferencia entre los puntos dados.

Demostraciéon

¥ Fijado un punto arbitrario del dominio, x t;;,, entonces, para k = T f;;0—x1
sustituyendo en ecu. 1.2cov(z(x1), z(z2)) = cov(z(z1 + k), 2(z2 + k))

luego, cov(2(fijo), 2(T2 — 1 + Tfijo)) = cov(2(Tfijo), 2(Tfiijo +h))

Esta expresiéon sélo depende de h; luego, la covarianza entre dos variables
z(x1), z(x2) depende del vector h = 29 — 21 y no de las posiciones en si de x1, 3
A

1.2.3. Positividad

Si el espacio es el habitual R3, entonces la funcién Cov es de R® = R .
Cov(h) no es cualquier funcion ya que debe tener la caracteristica de generar
matrices definidas positivas. Cuando Cov es de R = R (caso isotrépico, ver
punto siguiente) son modelos validos: exponencial, esférico, gaussiano, Matern,
etc.
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1.3. ANALISIS Y MODELADO DE LA CONTINUIDAD ESPACIAL

1.2.4. [Isotropia

El proceso es isotropico si la dependencia es més simple atn y s6lo depende
de la distancia ||k|| y no de su direccion. Es decir cov(z(x1), 2(z2)) = Cov(||A|])
y es una gran simplificacién ya que la funcién Cov en lugar de ser de R? = R,
es de R = R, y es una funcién mas simple y por ende mas facil de modelar.
La isotropia implica que las iso-superficies son esferas en R? o circunferencias
en R2. Si Cov es dependiente de la direccién del vector ademés de su modulo
se afirma que el campo aleatorio es anisotrdpico y existen distintos tipos de
anisotropia.
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Figura 1.4: Realizaciones de un proceso isotropico (izq) y anisotropico (der)

La figura 1.4 muestra a la izquierda una realizacién de un proceso isotrépico,
y a la derecha un anisotrépico donde se observan extensas zonas horizontales
casi constantes en contraste con los rapidos cambios en vertical.

1.3. Analisis y modelado de la continuidad espa-
cial
Este tema, fundamental en geoestadistica, que permite inferir un modelo de

la estructura de covarianza a partir de una muestra, no se incluye en estas notas
orientadas a prediccion por Kriging.

Salvador Pintos 5 ICA-LUZ



Capitulo 2

Kriging Simple

2.1. Introduccién

En este capitulo se asume que la estructura de covarianza ya ha sido deter-
minada y que la media del proceso en cualquier punto del dominio es conocida.
Sea A = {(z1,%1),...(2j,%;), ...(2n, Tx) } una muestra del campo aleatorio (pro-
ceso estocéstico) en el espacio RP , es decir: z1, ...}, ...z, las variables aleatorias
definidas en los puntos z1, ...z}, ...z, del campo en consideracion.

El proposito de Kriging Simple es predecir -a partir de la muestra escasa
A- los valores de z en cualquier punto del dominio mediante una combinacién
lineal de los valores de la muestra. Puesto que el método se fundamenta en
minimizar la varianza del error -diferencia entre entre los valores de z y su
prediccién - simultdneamente se obtiene una medida del error en todos los puntos
de prediccion.

2.1.1. Hipdtesis

= El proceso es estacionario de segundo orden
= Su estructura de covarianza es conocida

= La media del proceso, E(z;) = p(z;), es conocida para todo z; del domi-
nio.

Por ser estacionario la estructura de covarianza entre las variables z1,...2;,...2,
estd dada por la posicién relativa de las x1, ...z, ...z, es decir fijadas éstas,
la covarianza entre aquéllas es conocida. Mas precisamente, existe una funcion
Cov(h) de RP — R funcién del vector h:

cov(zj,z) = Cov(h) donde h =x; —xy,



2.2. NOTACION VECTORIAL

2.1.2. Propésito

Dada la muestra A y un nuevo punto arbitrario zy, donde se desconoce z,
construir un predictor lineal insesgado %, de zy a partir de los valores de la
muestra 21, ...2;, ...z, de modo de minimizar la varianza del error cometido,
donde se entiende por Errorg = zg — Zy, la variable aleatoria diferencia entre
zo y el predictor Zg.

Notese que tanto Zy como Error son variables aleatorias!! Sélo cuando se
toma una muestra y 21, ...2j, ...z, son valores muestrales especificos de una rea-
lizacién, Kriging Simple genera un mapa de predicciéon de la realizaciéon y otro
de la varianza del error.

Nota: los resultados que siguen corresponden a propiedades de las
variables aleatorias, es decir antes del proceso de tomar valores espe-
cificos de z1,...2;,...2p.

2.1.3. Por qué asumir media nula?

Como la media, pu(x), es conocida basta con considerar la variable z(z) — u(x)
cuyo valor esperado es 0. En lo que sigue se asume que el proceso estocastico
tiene media nula, 4 = 0. En el caso genérico, basta con sumar la media p(x)
para restablecer la variable original.

Notese, ademas, que Kriging Simple no presupone que la media p(z) sea
constante! sélo que es conocida.

2.2. Notacién vectorial

Para simplificar el desarrollo y las demostraciones se usara la siguiente no-
tacion vectorial:

las variables aleatorias de la muestra A se incluyen en un vector aleatorio
Z = (21,...2j,...zn) T, entonces la matriz de covarianza C' = cov(Z) contiene la
covarianza entre las variables aleatorias asociadas a la muestra (ver figura 2.1 a
la izquierda)

cov(z1,21) ... cov(z1,25) ... cov(z, 2y
C=Cou(Z)=| cov(z,z1) .. cov(zi,z;) .. cov(z;,zn) (2.1)
cov(zn, 21) ... €OV(Zn,%2j) ... cov(zn,Zn)

La diagonal principal de C esta formada por el mismo valor, V(z;) = o2

(conocida) y constante por la estacionaridad. La matriz de correlacion entre las

variables Z, estd dada por: R(Z) = SZ).

o2
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2.3. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

Las covarianzas entre las variables de la muestra y la variable zy en un punto
a predecir, juega un rol esencial en las predicciones y se incluyen en el vector w,
(ver figura 2.1 a la derecha).

. El vector w contiene las covarianzas entre zg valor de la variable en el punto
xo de prediccién y las variables aleatorias de la muestra: z1, ...zj, ...2p:

w = (cov(2g, 21), ... cov(2p, 25), ..., cov (2o, zn))’ (2.2)

Notese que el vector de las correlaciones corr(zo, Z) =25.
Por tltimo, se notard L = (1, 1,1, ...,1)T al vector de unos de igual dimensién

que Z. Con esta notacion, por ejemplo, la media muestral de Z esta dada por
LTz
==,

media =

Figura 2.1: Covarianza entre puntos de la muestra y entre la muestra y el punto
a predecir

2.3. Prediccién de z; y varianza del error

Para predecir en un nuevo punto xg el valor zy del proceso, se asumird que
el predictor es una combinacion lineal 6ptima (Best Linear Unbiased Predictor)
de los valores de la muestra zi,...25,...2, , 20 = N7 = Zzzl Ynzn; donde
6ptimo hace referencia a que de todos los posibles predictores lineales insesgados
se hallard aquel que haga minima la wvarianza del error, Errorg = zy — Zp-
Notese que Errorg es una variable aleatoria ya que para cada realizacién del
proceso, si bien los puntos z1, ...x;, ...« y o son fijos los valores de la propiedad
21,...%j,...2n %0 son aleatorios y en consecuencia el error errorg es aleatorio y
tiene una varianza asociada.

Puesto que E(y'Z) = 4vTE(Z) = E(z) = 0 toda combinacién lineal es
insesgada; luego, es la minimizacién de la varianza del error, Errorg = zg — Zp,
la que conduce a la determinacién de 7.

La siguiente proposicién resume los resultados de Kriging Simple: primero,
que la prediccion 6ptima depende de la estructura de covarianza de la muestra,
C, y de la covarianza entre los puntos de la muestra y el punto donde se desea
predecir , w; y segundo, que la varianza del error depende de estos tltimos y de

la varianza del proceso, o2.
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2.3. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

2.3.1. Proposicién
El predictor 6ptimo Zy es:
2 =917 =w"inv(C) Z (2.3)

con

¥ = inv(C)w (2.4)

y la varianza del error:
Var(Error) = Var(zo — ' Z) = 0? — w’inv(C) w (2.5)

Demostraciéon

¥ Se desea minimizar el mean square error del Error = zo — 7' Z , que es
igual a la varianza del Error ya que E(Error) =0

min H(y) = Var(Error) = Min Var(zy —v"' Z)

La funcién H a minimizar es funcién del vector v, que contiene los pardme-
tros a determinar de la combinacién lineal.

Como
H\) =Var(z) ++7Cy — 297w (2.6)
para obtener su minimo se anularé el gradiente de H respecto de 7 (ver
Capitulo 5, 5.2.2.1):
OH

o\
Puesto que 77 Cy es una forma cuadratica definida positiva, por ser C' una
matriz de covarianza, existe la inversa de C'y despejando en Cy = w se obtienen
los resultados ecu.2.4 y ecu. 2.3.
Sustituyendo el valor de ecu. 2.4 en ecu. 2.6 se obtiene ecu. 2.5A

=20y —-2w=0

2.3.2. Corolarios
2.3.2.1. # es fijo pero % si es aleatorio

Notese que 7 es fijo y depende de la posicién relativa de la muestra respecto
del punto a predecir, pero no depende de los valores de z. En cambio el predictor
Zp si es aleatorio ya que depende de los valores de la propiedad en los puntos de
la muestra.

2.3.2.2. La informacién contenida en la muestra permite reducir la
incertidumbre del proceso

Como C' es definida positiva también lo es inv(C), entonces la varianza
del error 0 < Var(Error) < o?; la informacién contenida en la estructura de
covarianza, (C, w), permite reducir el error intrinseco del proceso.
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2.4. PROPIEDADES RELEVANTES

2.3.2.3. La varianza del error es fija y depende de la posiciéon de los
puntos

La varianza del error no es un estimador, no depende de Z, se conoce a
partir de la estructura de covarianza que depende exclusivamente de la posicién
relativa de los x y de los parametros del modelo de estructura de covarianza. Sin
embargo, en la realidad estos parametros suelen ser estimados a partir de los
valores de Z, lo que induce a un sesgo en la estimacién de la varianza verdadera
del error. En general, la varianza del error dada por la ecu. 2.5 subestima el
verdadero error.

2.3.2.4. Los resultados anteriores son expresables en término de co-
rrelaciones:
5 = corr(zy, Z)TR™!

Var(Error) = o (1 — corr(z0, Z)" R ' corr(z9, Z))

2.3.2.5. Los pesos, 7, no dependen de la varianza, 02, del proceso

Del corolario anterior se deduce que los coeficientes de la combinacion lineal,
~, no dependen de la varianza o2 del proceso ya que son funcién de las corre-
laciones de los puntos de Z entre si y de las correlaciones ente éstos y el nuevo
punto zg. Es decir si se considera la variable Y = kZ, kconstante los coeficientes
en la estimacion de Y seran los mismos de los de Z. En cambio la varianza del
error tiene el factor o2 delante, es decir la varianza del error depende del ruido
del proceso.

2.4. Propiedades relevantes

2.4.1. Kriging es interpolante

La predicciéon en un punto de la muestra coincide con el valor en la muestra.

Demostracion:

V¥ Si zp coincide con z;, entonces w es la primera columna de C' luego,
inv(C)w = (1,0,...,0)7 ya que es la primera columna del producto inv(C)*C =
I; resulta entonces que 2y =37 Z = wTinv(C) Z = 2, A

2.4.2. En puntos de la muestra la varianza del error es
cero

La varianza del error en un punto de la muestra es nula.
Demostracion:
¥puesto que si zg coincide con z1, inv(C) w = (1,0, ...,0)T entonces w?inv(C)
2
o

Sustituyendo en ecu. 2.5 queda Var(error) = 02 — wlinv(C)w = 0A

Salvador Pintos 10 ICA-LUZ
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2.4. PROPIEDADES RELEVANTES

Prediccién Varianza del Error

Porosidad (%)
.
E/
\ D

Figura 2.2: Kriging Simple es interpolante y la varianza del error es nula en la
muestra

En la figura 2.2, a la izquierda se observa que la prediccién pasa por los
puntos de la muestra, y a la derecha que en dichos puntos la varianza del error
es 0.

2.4.3. Independencia del Error y la muestra

Demostraciéon

v

La covarianza entre la prediccion zy = u+w? C~H(Z—uL)y Z es: cov(2y, Z) =
wlC~teov(Z,Z) = wT'C~1C = w = cov(zo, Z)

Luego, la diferencia entre el primero y ultimo término da cov(Errory, Z)=0A

2.4.4. Independencia de la predicciéon y el error en la pre-
diccién
Para cualquier punto arbitrario la prediccion y el error cometido, ambos alea-

torios!! son independientes ya que por el punto anterior el error es independiente
de la muestra y la prediccion es una combinacién lineal de la muestra.

2.4.5. La suma de las varianzas del error y de la prediccion
es constante, o>

Como zg = zp + 20 — 20 = 2o + Error , entonces por la independencia recién
probada y recordando que la varianza de la suma es igual a la suma de las
varianza en el caso de independencia, se cumple:

o = Var(z) = Var(%) + Var(Error) (2.7)

con ambos sumandos no negativos.
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2.5. ALGUNOS CASOS ESPECIALES

Conserva . suaviza 4
heterogeneidad &

Prediccidn por Kriging
------- Realidad

2(x)

15 20 25 30 35 40

Figura 2.3: Kriging Simple suaviza pero no es un filtro pasa bajos

2.4.6. Suavidad de Kriging Simple

Por la ecu. 2.7 la predicciéon de Kriging Simple siempre tiene una varianza
del error acotada superiormente por la del proceso, o2, en consecuencia Kri-
ging Simple reduce la incertidumbre. Ademads, en zonas més alla del rango la
prediccion es muy suave ya que es la media, constante. Sin embargo, Kriging
no es un filtro pasa bajos ya que en zonas donde la muestra es abundante la
heterogeneidad de la realizacién y la de Kriging Simple es la misma por ser
interpolante.

En la figura 2.3 se observa que por la proximidad de los primeros cuatro
puntos (a la izquierda en la figura) la verdadera funciéon y la predicciéon son
coincidentes y la heterogeneidad es la misma; en cambio, en la zona de la derecha
donde hay pocos puntos la predicciéon por Kriging es suave.

2.5. Algunos casos especiales
2.5.1. Cuando los puntos de la muestra estan muy alejados
entre si

Si los puntos de la muestra estén suficientemente alejados como para que la
correlacion entre ello sea nula (més alld del rango) la prediccion esta dada por:

- 1
Z0 = ﬁwTZ = corr(z0, 2)T Z
y la varianza del error:
2 1 7
Var(error) = o0” — —w w
o

Demostracion:

VSi corr(zj,z) = 04 # k, entonces C = C = oI, e inv(C) = Z31,,.
Sustituyendo en ecu. 2.3 y ecu. 2.5 se obtiene el resultado.A

Salvador Pintos 12 ICA-LUZ



2.6. DESAGRUPAMIENTO (DECLUSTERING)

Obsérvese que los pesos estan dados por la influencia de cada variable de
la muestra zi,...zj, ...z, en el nuevo punto (z¢, zp) medida por la correlaciéon
existente entre cada z; y 20, que a su vez esta correlacién es funcién del vector
hj =T; — o .

2.5.2. Caso 1( alejado de la muestra (ausencia de informa-
cibn)
Si z¢ estd suficientemente alejado de la muestra como para que las correla-

ciones entre zq y los valores muestrales 21, ...z;, ...z, sean nulas, Kriging Simple
predice con la media del proceso y la varianza del error es mixima, o2.

Demostracion:

VSi cov(zgp,2;) =045 =1...n, entonces w = 0 y sustituyendo en ecu. 2.3 y
ecu.2.5, 2o = 0,y Var(error) = o%.A

2.5.3. Influencia de las observaciones mas alla de su rango

Si el punto zg donde se desea pre-
decir z estd fuera del alcance de las
observaciones excepto de la xj, es de-
cir, todas las covarianzas w; son nu-
las, salvo la wy podria pensarse que
la prediccion sélo dependera del pun-
to (zg, k), sin embargo, la predic-
cién es zp = wginv(C),y Z, donde
inv(C)k,)es la fila k de inv(C). En
consecuencia, todos los valores de la
muestra influyen en la determinacién
de la prediccién a través de la matriz
inversa de la covarianza, y los valores
de Z de la muestra, a pesar de que
sblo z;, esta correlacionado con z,. En
la figura 2.4 se desea predecir en xg;
x1 es el inico punto que se encuentra,
a menos del rango de x, sin embargo
toda la muestra influye en la predic-
cion.

Figura 2.4: Influencia de las observacio-
nes mas alla del rango

2.6. Desagrupamiento (Declustering)

Cuando un subconjunto de la muestra esté agrupado -formando un “cluster”
- Kriging Simple les asigna menos peso del que tendrian por su posicion relativa
respecto del punto a estimar.
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2.7. KRIGING SIMPLE CUANDO LA MEDIA u(X) ES CONOCIDA Y NO
NULA

HFJ_-‘\
025 .7 '
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r o ’ f’_".h
N ’ “._ 0,55
oz : 0,18 ~.
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Figura 2.5: Kriging Simple reconoce agrupamientos y reduce sus pesos

En la figura 2.5 se muestran los pesos asociados a los puntos de la muestra.
En el agrupamiento de la derecha se observa un punto con un peso de 0,01 a
pesar de estar mas cerca del punto a predecir (+) que el ubicado abajo a la
izquierda cuyo peso es 0,15. Es la conformacion de inv(C) la responsable de
reducir los pesos individuales y asignarle un peso a la clase.

2.7. Kriging Simple cuando la media u(x) es co-
nocida y no nula

Si consideramos el proceso de media conocida, u(z) # 0, la nueva variable
y = z— p(r) tiene media 0, y si se le aplica lo antes expuesto: 7o = w’ inv(C)Y,
luego, se modifica el predictor de zy y la varianza del error es la misma.

5 = wTino(C) (Z - ple) L) + ple) (2.8)

Este resultado indica que la prediccién es la media del proceso mas una
combinacion de los desvios de Z respecto de la media p(z) # 0, y que los
coeficientes son los mismos 4 del problema original de media nula.

Una expresion alternativa es la siguiente:

70 = wlinv(C)Z + coef p(x) (2.9)

con

coef =1 —wrinv(C)L (2.10)

la prediccion es la misma, expresion del caso de media nula més el producto
de una constante, coef, por la media que permite que F(Zy) = u(z). Este
coeficiente coef reaparecera en el capitulo sobre Kriging Ordinario.
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2.8. KRIGING SIMPLE COMO PREDICTOR DETERMINISTICO

2.8. Kriging Simple como predictor deterministi-
co

e
oY
DR

& e
0S b S
o 0'3‘

I

0 g x
Prediccion por Kriging Simple

Proceso estacionario

Figura 2.6: Kriging Simple como predictor deterministico

Cuando la muestra A = {(21, 1), ...(25, %), ...(2n, Tn) } toma valores fijos de
una realizacion, es decir los z; son nimeros dados y no variables aleatorias, la
prediccion z(z) en un punto arbitrario 2 del dominio, puede considerarse como
un predictor deterministico:

2(z) = w? (2)inv(C)Z + coef p(x) = Z inv(C)w(x) + coef u(x)

Como d = ZTinv(C) es constante la prediccién es una combinacién lineal
dTw(zr) de las covarianzas entre los valores de z en el punto a predecir y los de
la muestra dada, més la constante coef u(x) .

0 su equivalente:

5(a) = w” (@)inv(C) (Z — uL) + plx)

siendo inv(C') (Z — pL) constante la prediccion es la media del proceso mas
una combinacién lineal de las covarianzas entre los valores de z en el punto a
predecir y los de la muestra dada.

Nota: el predictor deterministico suave, e interpolante, no es lineal
en x! -inclusive si la media es constante- ya que w(x) no es lineal en x.
Por ejemplo, en la figura 2.5 se observa que la realizacion tiene las caracteristicas
de una spline. En cuanto a la suavidad, ésta depende del tamano de la muestra
y del modelo de covarianza elegido.

2.9. Hipétesis de Normalidad

Si se presupone que para cualquier conjunto z1,...z;, ...z el vector Z aso-
ciado es normal multivariado es posible expresar las distribuciones de los pre-
dictores hallados en este capitulo asi como obtener intervalos de confianza, test
de hipotesis, etc.
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2.9. HIPOTESIS DE NORMALIDAD

2.9.1. Distribucién de %,

Zy se distribuye N (Zy, Var(Error)) y es posible obtener intervalos de con-
fianza de zp, a partir de la funcién inversa de la distribucién acumulada de la
Normal.

Demostracion

v
El predictor de zg, 2z es insesgado y es una combinacion lineal de Z

Zo = wlinv(C) Z
donde la varianza del error, Zg — 2z, es constante:
Var(Error) = o — w”inv(C) w

Luego, zy — 2o se distribuye Normal N (0, Var(Error)) A

2.9.2. distribucién condicional multivariada

Por lo expuesto en el apéndice acerca de la distribucion Normal multiva-
riada la estimaciéon de la media y la varianza del error coinciden con las de la
distribuciéon Normal condicionada de zp dado Z.

Demostraciéon
vSi
Zamp = [ ZZO ]
1y 3 particionados:
_ | M - 1 .
w= 1 ] de tamano { N }, respectivamente,

de tamaro

entonces la distribucion de zy condicional a Z (conocido) es multivariada
normal N(ji, )

donde

i= p1 + wlinv(C) (Z — pg) y varianza ¥ = 02 — wlinv(C)w que para el
caso de estacionaridad queda:

i=p+wlinu(C) (Z — pl)

Estos resultados coinciden con los de Kriging Simple sin la hipotesis de
Normalidad. A

Resumiendo, cuando el proceso subyacente es gaussiano Kriging Simple es

equivalente a una predicciéon normal multivariada condicionada a la muestra.
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2.10. KRIGING NO ES ESTACIONARIO

2.10. Kiriging no es estacionario

Aunque el campo aleatorio original sea estacionario la prediccion por Kriging
Simple no lo es.
Si a y b son dos puntos del campo tal que b —a =h

cov(%y.25) = wlinv(C) cov(Z)inv(C)wy = wlinv(C)wy

depende de la posiciéon de los puntos; por ejemplo, se anula si cualquiera de
los puntos esta fuera del rango de la muestra. Tampoco es constante la varianza
de la prediccién ver ecu. 2.7 que oscila entre 0 y o2.
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Capitulo 3
Kriging Ordinario

Kriging Ordinario es similar a Kriging Simple y sélo se diferencia en el hecho
que la media del proceso, E(z;) = p, es constante pero desconocida y debera ser
estimada. La estimacién de p también se construye a partir de una combinacién
lineal de la muestra; ademas, como [ es un estimador se determinaré su varianza
para poder hacer inferencia acerca del verdadero valor de p.

Se sugiere ver previamente los Capitulos I y IT (Kriging Simple) ya que la
notacion y los resultados alli presentados se usan en este capitulo.

3.1. Objetivos de Kriging Ordinario

Dada la muestra A = {(21,21),...(2j,%;),...(2n, zn)} del campo aleatorio en
el espacio RP , es decir: 21,...25,...2, las variables aleatorias definidas en los
puntos 1, ...2;,...2, del campo en consideracién, y asumiendo como hipétesis
que:

= El proceso es estacionario de segundo orden

= Su estructura de covarianza es conocida

» La media del proceso, E(z;) = p, es desconocida
Kriging Ordinario persigue los siguientes objetivos:

1. Construir un estimador lineal insesgado i de y de varianza minima
(BLUE), y determinar dicha varianza con la finalidad de hacer inferencia
sobre el verdadero valor de la media pu.

2. Dada la muestra A y punto arbitrario xg, donde se desconoce zj, cons-
truir un predictor lineal insesgado z; de zy de modo de minimizar la
varianza del error (BLUP), donde se entiende por error la variable
aleatoria error = zy — Zy, diferencia entre zo y el predictor Z;. Ademas,
determinar dicha varianza.
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3.2. ESTIMACION DE LA MEDIA i DEL PROCESO Y SU VARIANZA

Notese que tanto Z; como error son predictores, es decir variables aleatorias!!
Sélo cuando se toma una muestra y 21, ...2;,...2, son valores muestrales espe-
cificos de una realizacién, Kriging Simple genera un mapa de prediccién de la
realizaciéon y otro de la varianza del error. Los resultados que siguen correspon-
den a propiedades de las variables aleatorias, es decir antes del proceso de tomar
valores especificos de z1, ...z, ...2p.

3.2. Estimaciéon de la media ;o del proceso y su
varianza

3.2.1. Estimacion de la media p

La siguiente proposicion establece que el estimador 6ptimo de la media p del
proceso depende de la posicién relativa de los puntos de la muestra, informacién
contenida en la matriz C' de covarianza.

Proposicién

El estimador lineal insesgado 6ptimo i es un promedio ponderado de los
valores de la muestra:

T - inv(C) L
n=p"2z con f= TTino(C) L (3.1)
Siendo la varianza minima del error
- 1
) = T ——— 2
Var() = Var(3'2) = oo (32)

Demostracién:

¥Se construye un estimador lineal de p, (87Z2), que sea insesgado y de
varianza minima. Si es insesgado se cumple:
E(872) = TE(Z) = 7 uL = u, luego

BTL =1 (3.3)
La suma de los ; debe ser 1. Es decir, un promedio ponderado de Z.

La varianza del estimador es: Var(81Z) = g7CpB

Su optimizacién es un problema de minimizacién con la restriccién ecu.3.3,
que se resuelve mediante multiplicadores de Lagrange agregando un parametro
20 por la restriccion

min H(8,\) = B7CB +25 (B7L — 1)
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3.2. ESTIMACION DE LA MEDIA i DEL PROCESO Y SU VARIANZA

donde por comodidad el multiplicador se expresa como 24. Si anulamos los
gradientes respecto de las dos variables de la funcién H(j3,4) a minimizar :

Ve =20B+26L=0

Vs =2(8"L-1)=0

de la primera:

B = —dinv(C)L
y multiplicando a la izquierda por LTy usando la segunda igualdad:
. -1
entonces:
5= inv(C)L
- LTinw(C)L
En cuanto a su varianza
_ _ LT i L 1
Var(32) = BTCp = inv(C) c inv(C)

LTinv(C)L ™~ LTinv(C)L B LTinv(C) LA

3.2.2. Corolarios

3.2.2.1. [ es fijo, independiente del muestreo y dado sélo por la
estructura de covarianza, Cov(Z).

Como se ha supuesto que la matriz de covarianza depende de la posicion
de los x;, y para este conjunto {x1, ...z, ...z, } la matriz de covarianza Cov(Z)
es conocida, el estimador 3 no depende de la muestra Z, es decir es un vector
constante.

3.2.2.2. [i es aleatorio ya que es un promedio ponderado de los va-
lores de la muestra Z

Es un promedio ponderado ya que LT3 = % =1
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3.3. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

3.2.2.3. Los pesos de ( dependen de la posicién relativa entre los
puntos z y de los parametros del modelo de covarianza

3.2.2.4. Var(i) es conocida previa al muestreo y es proporcional a la
varianza del proceso.

3.2.2.5. Si las observaciones de la muestra estan muy alejadas, C' =
o?I,, entonces Var(i) = %2 yiu=m= LTTZ coinciden con los
clasicos de la media muestral.

3.3. Predicciéon de z; y varianza del error

La proposicion que sigue resume las caracteristicas del predictor (BLUP) de
Kriging Ordinario:

primero, que la predicciéon 6ptima depende de la estructura de covarianza de
la muestra, C, de la covarianza entre los puntos de la muestra y el punto donde
se desea predecir , w y de la media estimada del proceso fi; y segundo, que la
varianza del error depende de C, w, de la varianza de la media Var(g) y de la

varianza del proceso, o2.

Proposicién
Los pesos & del predictor lineal 6ptimo de zp , o7 Z , estan dados por:

& =%+ Var(f) coef inv(C) L (3.4)

o su equivalente sélo en funciéon de C'y w:

A 1 T, ,
& = inv(Cw + m(l w” inv(C)L)inv(C)L
el predictor por:
Zo=alZ=qp+wlinvu(C) (Z — Lji) (3.5)

y respecto del error cometido, la varianza del error estd dada por:

Var(Errorg) = 0 — whinv(C)w + Var(i)(1 — w”inv(C)L)? (3.6)

Demostracion:

v

Si el predictor es insesgado se cumple que E(a? Z) = E(z) = p< oTE(Z) =
aTpL = ue oL =1 es decir un promedio ponderado.

Si Error = zy — a’ Z se desea minimizar la varianza del Error:

Min Var(Error) = Min Var(zy — o’ Z)
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3.3. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

De nuevo es un problema de minimizacién con restricciones, cuyo lagrangiano

es:
min H(o, \) = Var(zg — oT Z) + 2X\(a”L — 1)
El primer término es:
Var(z) + Var(a® Z) — 2cov(zy, aZ) = Var(z) + o Ca — 2aTw (3.7)
Luego se minimiza:
min H(a, \) = Var(zp) + o’ Ca — 2a"w + 2\ (o’ L — 1)
Si anulamos los gradientes de la funcion H(a, A)respecto de o y A se tiene :
Vo =2Ca—2w+2\L=0
VA= Z(OéTL - ].) =0
quedando el sistema con dos ecuaciones:
Ca+ AL = w (3.8)
LTa = 1 (3.9)
Este sistema se puede expresar matricialmente:
C L @ w
Lo (3)= (1) 610
Para simplificar los calculos que siguen se notard h = (LTim)(C) L)f1 =
Var(ji).

El sistema 3.10 es:
Ca+ AL =w
LTa=1

luego de la primera ecuacion a+ A inv(C) L = inv(C) w , que multiplicando
por LT y aplicando la segunda se tiene:

14+ AT inv(C) L = LT inv(C) w
usando 2.4 y despejando:
A=h(LT4 -1) (3.11)
&=7%—Xinv(C)L =7+ hcoefinv(C)L (3.12)
o su equivalente en funcién de 3 ecu, 3.1
& =54+hcoefinv(C)L=p3+~5—L"53 (3.13)
Luego, el predictor 6ptimo de zj es:

at7z =Bz +~7 (2 - LB 2)
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3.3. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

y sustituyendo la media del proceso 1 = BTZ se obtiene ecu. 3.5.
En cuanto a la varianza del error minima, se deduce de las ecuaciones 3.7,
3.8y 3.9:
Var(Error) = Var(z) — aTw — A

Sustituyendo « ecu. 3.12 y A ecu.3.11 se tiene

Var(Error) = Var(zy) — (7 + hcoef inv(C) L) w + hcoef
Var(Error) = 0® — whinv(C)w — h coef LT inv(C)w + h coef

Var(Error) = o — w’ inv(C)w + hcoef? (3.14)

y sustituyendo h y coef por su valor se obtiene ecu. 3.6A

corolarios

3.3.1. El predictor es similar al de Kriging Simple

Notese que la predicciéon ecu. 3.5 es la media del proceso mas un promedio
ponderado de los desvios de los valores de Z respecto de la media fi. Estos pesos
son los mismos obtenidos en Kriging Simple ecu. 2.8.

3.3.2. La varianza del error tiene un término adicional a
la expresiéon de Kriging Simple

Los dos primeros términos de la ecu. 3.6 corresponden a la férmula de Kriging
Simple a la que se le agrega el término positivo: Var(i)(1 — whinv(C)L)? ,
es decir se tiene un incremento en la varianza del error que se deriva de la
incertidumbre en el predictor de la media f.

3.3.3. El predictor depende de la estructura de correlacién

Zo = al'l = corr(zo, Z)TR(Z)™ (Z — Lj1) + i es decir, los coeficientes de
prediccion dependen de la estructura de correlacion de los puntos de la muestra
Z entre si, y de la correlacién entre la nueva variable zy y los puntos de la
muestra Z.

3.3.4. Caso z; alejado de la muestra (ausencia de informa-
J
cibn)
Si z¢ esta suficientemente alejado como para que w = 0 entonces el modelo
predice con la media 7i. En cuanto a la varianza del error: Var(Error) = o2 +

Var(ji). A diferencia de Kriging Simple la varianza del error puede superar la
varianza del proceso!
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3.4. SOLUCION NUMERICA EFICIENTE

3.4.

Solucién numeérica eficiente

Los resultados establecidos en las proposiciones fundamentales de las seccio-
nes 3,2y 3,3 , se obtienen eficientemente usando las ventajas de la solucién de
sistemas lineales cuando la matriz es definida positiva, como lo son las matrices
de covarianza.

Entrada:

La muestra {(z1, 1), ...(2j,2;), ...(2n, Zn) } y €l punto z, donde predecir z,

La matriz de covarianza C entre las variables aleatorias de la muestra

El vector de covarianza w entre las variables de la muestra y z,

El algoritmo es el siguiente:

1. Resolver el sistema C auzr = L (es decir hallar aux = inv(C) L)

2. Resolver el sistema C'y = w (es decir hallar 7 = inv(C) w)

3. Calcular coef =1 — LT

4. Calcular h = (LT quz)~! (Varianza de f)

5. Calcular B = haux

6. Calcular & =5 + coefB

7. Calcular Var(error) = 02 — wl'4y + heoef?

8. predecir /i = 47 Z ( media muestral)

9. predecir 7, = &7 Z (prediccion del proceso en el punto x,)
Notese

= que los sistemas 1y 2 se resuelven simultdneamente, y como C' es definida

positiva la solucion de dichos sistemas es eficiente (Cholesky, por ejemplo)

= que los primeros 7 pasos se realizan previos al muestreo donde se deter-

minan la varianza de [ y la varianza del error!

= Que los valores de z obtenidos en el muestreo son sélo necesarios en los

3.5.

pasos 8 y 9 para predecir la media muestral i y la prediccién Z,.

Kriging es interpolante y la varianza del error
es nula en la muestra

Si zg coincide con z7, entonces w es la primera columna de C' luego, inv(C) w =
(1,0,....,0)7 , LTinv(C)w =1 y wTinv(C) w = o2 entonces

a=(1,0,..,00"
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3.6. HIPOTESIS DE NORMALIDAD

lo que implica que el predictor @7Z = z;, es decir es interpolante ya que el
modelo de pronéstico asigna el valor muestral.
En cuanto a la varianza del error de la ecu. 3.14:

Var(Error) = o0? — 0% =0

es decir el modelo predice con exactitud en los puntos de la muestra.

3.6. Hipotesis de Normalidad

Si se presupone que para cualquier conjunto i, ...x;,...xxel vector Z aso-
ciado es normal multivariado es posible expresar las distribuciones de los pre-
dictores hallados en este capitulo asi como obtener intervalos de confianza, test
de hipoétesis, etc. Sin embargo, debido a la estimacion de u, los predictores de
Kriging Ordinario no coinciden con los resultados de la distribucién normal
multivariada vélidos para Kriging Simple.

3.6.1. Distribucion de 1

Por lo expresado en la estimacion de p, ecu. 3.1, i es una combinacion lineal
de Z y es insesgado
LTcz
~ T
— 3Ty = =~
n=>p LTCL

de varianza conocida, ecu. 3.2

1
Var(i) = Var(ﬁTZ) = ITCL
Luego, f se distribuye normal N (u, Var(u)) y es posible obtener intervalos
de confianza de la media, p, del proceso a partir de la funcién inversa de la
distribucién acumulada de la Normal.

3.6.2. Distribucioén de z

En cuanto al predictor de zy por la ecu. 3.5 Z es insesgado y es una C. Lineal
de Z
Zo=alZ =wlinvu(C) (Z - Li) + i

donde la varianza del error, Zg — 2z, es constante:

Luego, zo — %y se distribuye normal N (0, Var(Error) ) y es posible obtener
intervalos de confianza de zg, a partir de la funcién inversa de la distribucién
acumulada de la Normal.
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Capitulo 4

Kriging con Tendencia

Kriging con Tendencia es una extensién de Kriging Ordinario donde la me-
dia desconocida no es constante y se asume que es una combinacién lineal de
funciones base, fijas, definidas para todo punto del dominio.

En lo que sigue se considera que la muestra A = {(z1,21), ...(zj, ), ...(2n, zn) },
C, w, L etc, tienen idéntico significado que el que tienen en Kriging Ordinario.

4.1. Hipoétesis

Se presupone que el proceso en cada punto del dominio es la suma de un
modelo deterministico de Tendencia (regresiéon) mas un proceso estacionario de
segundo orden de media 0. Mas precisamente:

P
2(x) =Y fulwy)Br + e(xy) (4.1)
k=1
donde e(z;) es estacionario de segundo orden con E(e(z;)) = 0. Luego, la alea-
toriedad de z; estd dada por el dltimo término y las p funciones, f, representan
aportes a la Tendencia existente en cada punto del campo; este aporte es deter-
ministico. Luego,

E(z) =Y fla;)Br = m(x;)
k=1

donde m es la Tendencia (trend) en el punto ;.

Como la tendencia en ecu. 4.1 es deterministica la estructura de covarianza
de z es la de e. Luego, C = Cov(Z) = Cov(E) con E = (ey,...ej,...en)T. Se
asume, ademas, que la Tendencia se capta con un nimero pequeno de funciones
p<Ln.

4.2. Propésitos de Kriging con Tendencia

Dada la muestra A y un punto arbitrario xg, donde se desconoce zy:
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4.3. ESTIMACION DE LA MEDIA DEL PROCESO

1. construir un predictor lineal insesgado Z; de zy de modo de minimizar
la varianza del error (BLUP), donde se entiende por error la varia-
ble aleatoria Error = zy — Zy, diferencia entre zy y el predictor zy ; y
simultaneamente:

2. estimar el vector S de los coeficientes de la combinacién lineal que definen
la Tendencia m.

Para simplificar la notacién las componentes de la Tendencia se incluyen en una
matriz F' : nzp:

filzr)  folzr) o fp(2)

fi(zn) v fp(zn)

donde cada fila esta formada por los valores de las componentes de la Ten-
dencia en un punto z; de la muestra.

4.3. Estimacién de la media del proceso

Una primera aproximacion al problema de estimacion de la media m(zg) es
su formulacién como un problema de regresién generalizado:

Z=FB+E Var(E)=C E(E)=0 (4.2)

Sea Fy el vector de los componentes fi(z) de Tendencia en zg.

FOT: [fl(l‘o),fg(l’o), """ ’fp(JCO)]

Si la estructura de covarianza C' es conocida la ecu. 4.2 expresa un modelo
lineal generalizado cuya solucién es:

B =inv (FT inv(C) F) FTinv(C) Z (4.3)

Luego, el valor esperado de la media del proceso en un punto z( arbitrario
es:
m(zo) = FL B = F inv (FT inv(C) F) Flinv(C) Z

Lo que sigue es la solucién del problema de regresiéon generalizado que puede
omitirse.

NOTA: Solucién del modelo lineal generalizado 4.2

VSielmodeloes Z =FfB+ E Var(E)=C E(E)=0, sea una matriz A
raiz cuadrada de la inversa, A = im}(C’)’% que existe por ser C' definida positiva;
entonces si se pre-multiplica por A: AZ = AFS+ AE conVar(AE) = I. Se
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4.4. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

tiene asi un modelo lineal clasico Y = X8 +econ AZ =Y AF = X AE = ¢
cuya solucién clasica es: R
f=inv(XTX)XTYy

0 su equivalente:

B=(FTATAF)"" (FTATYAZ = (FTinv(C)F)~' FTinv(C)Z

4.4. Prediccion de z; y varianza del error

La proposicién que sigue muestra que el predictor 6ptimo tiene una estruc-
tura simular al de Kriging Ordinario; en la ecu. 4.6 el primer término tiene
los mismos pesos w’inv(C) que pre-multiplican el desvio de los valores de la
muestra, Z, respecto del modelo de Tendencia FB y el segundo término es sim-
plemente el valor de la Tendencia en xy. En cuanto a la varianza, es la misma
de Kriging Simple méas un término positivo asociado a la incertidumbre en la
determinacioén de la Tendencia.

4.4.1. Proposiciéon
Los pesos & del predictor lineal 6ptimo de zy , o7 Z , estan dados por:

a=in(C) (I = FRFTinv(C)) w + inv(C) FhFy (4.4)

con
-1

h = (FTinv(C’) F) (4.5)
El predictor 6ptimo:
a7z = wrinv(C) (Z - FB) +FlB (4.6)
donde B es la expresion ecu. 4.3 que representa la Tendencia en x.
La varianza del error asociada:

Var(Error) = o2 —w’inv(C)w + h | Fo — FTinv(C) wH2 (4.7

Demostraciéon

v

1. Que sea insesgado para todo 3, E(%) = E(z) & oTE(Z) = oTFB =
FIB ; luego, para que sea valido para todo 3 se debe cumplir:

oTF=F]
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4.4. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

Si Error = zy — T Z se desea minimizar la varianza del Error:
. o . T
Min Var(Error) = Min Var(zg — o' Z)

La primera condicién es un sistema de p ecuaciones en « que tendré miltiples
soluciones en la medida que n > p.

El proceso de minimizaciéon tendra que satisfacer estas ecuaciones asi que
su formulacién por Lagrange incluye un vector multiplicador A, de dimensién p
(un multiplicador por cada restriccion) :

min H(o, \) = Var(zg — o’ Z) + 2(a”F — F)\
desarrollando el primer término
min H(a, \) = Var(z) + oT Ca — 2aTw + 2(a”F — FL)A
Anulando su gradiente respecto de « queda:
Ca+Fl=w
y respecto de A queda :
FTa = F,

Ambas ecuaciones conforman un sistema de ecuaciones de n + p incdgnitas

o ..
( ]\ ) que se puede expresar matricialmente:

ERONE

luego la solucién es:

(3)-[& 5] (&)

y aplicando la férmula de inversiéon de una matriz particionada de ese tipo,
queda:

(i) _ [z’nv(C) }(L; ;i};g(FCT)mv(C)) mv(_C}z Fh } ( w > 48)

a=in(C) (I = FRFTinv(C)) w + inv(C) FhFy

A= h (FTinu(C)w — Fp) (4.9)

De donde el predictor éptimo de zg es:

a’'z = w"inv(C) (I — FRETinv(C)) Z + F hET inw(C) Z
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4.4. PREDICCION DE Z, Y VARIANZA DEL ERROR

y sustituyendo la estimacién del pardmetro ecu. 4.3 B = hFTinv(C) Z
&T7 = wTinv(C) (Z _ FB) +FTB

el resultado buscado. En cuanto a la varianza del error, sustituyendo el valor
de la estimacion de o en

Var(zo — o’ Z) = Var(z) + oTCa — 2aTw
queda expresada como:
Var(Error) = of —w”inv(C) w + (Fy — w"inv(C) F) h (Fo — FTinv(C) w)

0 su expresion equivalente dada en la ecu. 4.7.A

Corolario

Si zg esta alejado de la muestra, w = 0, entonces se predice con la Tendencia
FI'B y la varianza del error es mayor o igual a la del proceso Var(Error) > o2
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Apéndice A

Algebra lineal y vectores
aleatorios

A.1. Vectores aleatorios

A.1.1. Definiciones

Sean X € RP Y € RY vectores aleatorios, es decir X un vector columna
cuyos componentes son variables aleatorias, se define valor esperado del vector

X al vector columna: E(X) = [E(z1), ..., E(z,)]"y matriz de covarianza entre
XyY:
cov(z1,y1) ... cov(z1,yq)
Cov(X,Y) = = B[(X — pa)(Y — py)*]
cov(zp,y1) ... cov(Tp,Yq)

o su equivalente: Cov(X,Y) = E[XYT] — px py
Notese que Cov(X,Y) = Cov(Y, X)T
Si Y = X entonces se notard Cov(X) = Cov(X, X).

A.1.2. Estimacién

Si se dispone de una muestra de tamano n de los vectores aleatorios X e Y
donde la muestra de X esta dada por la matriz n x p , Xobs, y la muestra de
Y dada por la matriz n x ¢ , Yobs, las medias muestrales ma y my se obtienen
promediando las columnas de las matrices:

1 1
mx = —LZXobs my = —LZYobs
n n

donde se nota al vector de n unos asi: L =[1 1 . . 1]
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A.1. VECTORES ALEATORIOS

En cuanto a la covarianza muestral esta dada por:

1
Cov(X,Y) = = XobsT Yobs — mx my”
n

A.1.3. Propiedades

Si Ay B son matrices constantes: Cov(AX, BY) = ACov(X,Y )BT
si ademas X =Y

» Cov(AX,BX) = ACov(X)BT
» Cov(AX) = ACov(X)AT
Siae RPybe RYson vectores columnas constantes entonces:
» V(aTX)=aTCov(X)a>0
» cov(aT X, bTY) = aTCov(X,Y)b
» Si X =Y entonces cov(al X,b7X) = aTCov(X)b
Si A, B son matrices m X p y m X ¢ constantes entonces:
Cov(AX+BY) = ACou(X)AT+BCov(Y)BT +ACou(X,Y)BT +BCou(Y, X) AT

Un caso particular es el siguiente: si a € RP y b € R? son vectores columnas
constantes entonces:

Cov(a™ X +0"Y) = a” Cov(X)a + b Cov(Y)b + 2a” Cov(X, Y)b
Si u es una variable aleatoria y ¢ € R™, entonces:
Cov(uc) = Var(u)cc’

Esta expresion se aplica a las proyecciones de un vector aleatorio X € RP so-
bre la direccién de un vector ¢, fijo. Si se supone ¢ unitario ||c|| = 1 la proyeccion
esta dada por Pz = (¢T X)c entonces:

Cov(Pz) = cc"Var(c" X) = cc?'(c"Cov(X)c)

noétese que el dltimo paréntesis es un ntimero real.
Si ¢ es vector propio de Cov(X) de valor propio A, entonces: Cov(Pz) =
T\ .T
cct Ac'e.
Y como ||c|| = 1 entonces Cov(Pz) = ccl .
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A.2. ALGUNAS FORMULAS DE DERIVACION

A.2. Algunas férmulas de derivaciéon

A.2.1. Definicién de gradiente

Siz € R" z € RY se define como gradiente del vector z(z), Vz la matriz
n x ¢ donde la columna k estd formada por el vector gradiente Vzi(z) del k
componente de z.

Regla de la cadena Si y € RP es funcion de z, es decir y(z) entonces el
gradiente de la funcién compuesta y(z(x)), respecto de z, esta dado por:

V.y=VyzxV,y
noétese que el producto es conforme: n X p = (n x q)(¢ X p).

Ejemplo: Si la matriz A (m x q) es constante entonces VAzr = AT; luego,
si y(z) € R es funcion de z , por la regla de la cadena:
VAy(z) = Vay(x) AT

A.2.2. propiedades:

Si  y(z) € RY entonces V(21y) =Vzy+ Vy 2
A.2.2.1. Corolarios

= siz =y entonces V(||y||*) = 2Vy y

= V(l|z]*) = 22

= si z = constante entonces V(zTy) = Vy z

» V(zT2) = 2

= V[ Ay|* = 2VyAT Ay

» V||Az|?® =247 Ax

= Hessiano(||Az||*) = 24T A

» V(2T Az) = (AT + A)x, si A es simétrica: V(2T Az) = 24z

= Hessiano (z7 Ax) = AT + A, si A es simétrica: Hessiano (27 Az) = 2A

A.3. Solucién de un sistema frecuente en Kriging

Sea el sistema cuadrado ya particionado de n + m ecuaciones, n > m, de

solucién @ :
\ )
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A.3. SOLUCION DE UN SISTEMA FRECUENTE EN KRIGING

con C (n*n) definida positiva, F' n *m de rango m.
Este sistema tiene solucion tnica, la matriz es invertible; si no lo fuera exis-
tirfa una solucién del sistema homogéneo:

Ca+F\=0
FTa=0

con al menos uno de los dos, @« #2 0 o A # 0. Entonces por la primera
ecuaciéon si « = 0 = F\ =0 pero como F es de rango m , A = 0.

Por otra parte si a # 0, multiplicando la primera por o queda o’ Ca +
a’F) = 0, pero por la segunda o’ FA = 0; luego, a” Ca = 0 que no puede ser
va que C es definida positiva.

Habiéndose probado la existencia, resolvamos el sistema. Multiplicando la
primera por C~! queda:

I C7'F = C'le
FT 0 = g

Multiplicando la primera por —F7 y sumando a la segunda queda:

1 C'F = Cle
0 —FTC'F = g—FTC e

Luego, la solucién del sistema esta dada por

A =inv(FT C7'F) (FTC™'e —g)

a=C"lte—C7'F )

a = q
q9 = g
qa = 4

ToH—1,
Si F = L entonces \ = % es un escalar. En cuanto a o = C e —
C~'AL.
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